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Discrétisation de courbes

Différentes méthodes

(a) Supercouverture d'une courbe
2D

(c) Discrétisation standard d'un
segment

(b) Supercouverture d'un cercle

(d) Discrétisation
segment

naive

d'un



Le cas des
droites
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Droites discretes

Un cas tres particulier

F1G.: Exemples de droites arithmétiques : {x c7?, —ﬂﬂzjﬁ < vixy 4+ vaxo < ﬂﬂzjﬁ }

La droite arithmétique D(v, 1, w) de vecteur normal v € R2?, de décalage pu € R et
d’'épaisseur w € R est définie par :

D(v,p,w) = {x € Z%, (v,x) € [, u+ w[}

J.-P. Reveilles.

Géométrie discréte, calcul en nombres entiers et algorithmique.
These d'état, Université Louis Pasteur, Strasbourg, 1991.
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F1G.: Exemples de droites arithmétiques : {x € Zz, =% <vixg + wvaxe < %}

Définition (Droite arithmétique, J.-P. Reveillés - 1991)

La droite arithmétique D(v, i1, w) de vecteur normal v € R?, de décalage ;1 € R et
d’'épaisseur w € R est définie par :

D(v,pu,w) = {x € 72, (v,x) € [, u+ w(}

@ J.-P. Reveilles.

Géométrie discréte, calcul en nombres entiers et algorithmique.
These d’état, Université Louis Pasteur, Strasbourg, 1991
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F1G.: Exemples de droites arithmétiques : {x S Zz, — “‘;Hl < vixy + vaxe < %}

Définition (Droite arithmétique, J.-P. Reveilles - 1991)

La droite arithmétique D(v, i1, w) de vecteur normal v € R?, de décalage ;1 € R et
d’'épaisseur w € R est définie par :

D(v,pu,w) = {x¢€ 72, (v,x) € [u, pu+ w(}

a J-P. Reveilles.

Géométrie discréte, calcul en nombres entiers et algorithmique.
These d’état, Université Louis Pasteur, Strasbourg, 1991
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Cercles et spheres discrets analytiques

BRESENHAM, ANDRES. . .

Le cas des
cercles discrets

F1G.: Principe général — Des cercles réguliers concentriques
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Cercles discrets d'épaisseur variable
C. Fiorio, D. JAMET & J.-L. TOUTANT, 2006

Le cas des
cercles discrets

FiG.: Cercles réguliers — Cercles naifs — Cercles standard

MOA2) < (g X+ (e~ 4P~ R <

w(xi,x2) }’

C(x,R,w) = {x' ez7?, — >

avec w(x1, x2) = ||(2x1,2x2)||oc (resp. w(x1, x2) = ||(2x1,2x2)]1)-

C. Fiorio, D. Jamet, and J.-L. Toutant.

Discrete circles : an arithmetical approach with non-constant thickness.
Vision Geometry XIV, Electronic Imaging, SPIE, volume 6066, pages 0C-1-0C-12, San Jose (CA), USA, January 2006. SPIE
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Courbes discretes arithmétiques

Motivations

Définition d'une géométrie discrete non-linéaire

Motivations

FiG.: Une parabole et une ellipse discrete

Différentielle discréte, courbure discréte, torsion discréte. . .

F1a.: Une parabole segmentée — Une ellipse discrete segmentée

Algorithmes de reconnaissance. . .
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Courbes discretes implicites

Une approche géométrique : définition

Discrétisation par la norme || - ||o

Une approche
géométrique
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Courbes discretes implicites

Une approche géométrique : caractérisation des courbes englobantes

Hypothéses

On considére une courbe d’équation f(x,y) = 0 (par exemple algébrique).

Une approche Cas de la norme || - ||oo
géométrique m Décalage de la courbe suivant les
diagonale de la boule Boo(x, w/2).
m Points critiques : points ot 'une des T TR
dérivées change de signe. o
Cas de la norme || - ||1 -

m Décalage de la courbe suivant les

diagonale de la boule Bi(x, w/2).
m Points critiques : points ou les deux

dérivées sont égales en valeur absolue. ( et

Cas de la norme || - ||2

m Probleme : rayon de courbure inférieur

au rayon de la boule By (x, w/2).

Points critiques : points ou le rayon de

courbure est inférieure au rayon du

cercle?

Difficulté : équation de la courbe

englobante.
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Courbes discretes implicites

Une approche géométrique

m Bon épaississement pour la norme || - |2

m Caractérisation simple des courbes englobantes pour les normes || - ||1 et || - [|oo

m Construction courbe englobante pour || - ||2 commute avec rotations, similitudes...
]

La courbe discréte obtenue par la boule By(x,1/2) (resp. Boo(x,1/2)) est 8-connexe
(resp. 4-connexe).

Généralisation des droites arithmétiques
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Courbes discretes implicites

Une approche géométrique

m Apparition de plats pour les normes || - |1 et || - [|oc (dissymétrie sur les paraboles
obliques par exemple)

m Ne commute pas avec les rotations pour les normes || - ||1 et || - [|oo

Une approche
géométrique
U ooo
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Courbes discretes implicites

Une approche géométrique

m Caractérisation difficile de la courbe englobante pour la norme || - |2

CourbeEnglobante := proc(P,r)

local G,R,T :

R :=(x-u)"2+(y-v)"2-r°2 :

N :=(x-u)*diff (P,v)-(y-v)*diff (P,u)

G :=Groebner[gbasis] ([P,R,T],plex(u,v,x,y))
return op(1,G)

end :

BT INRIA
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Une approche différentielle

Le cas

cercles discrets

géométrique

Une approche
différentielle

On considére une courbe d’'équation f(x,y) = 0.
On pose :

of of
Wi (x1,%2) = Hf(Xl,Xz), BT(XI’)Q)
2

)

Ox1

K

avec kK € N* U {oo}.
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Une approche différentielle

i

<72 — x4+ 6—Ty < "2
2 2 2

On consideére une courbe d’'équation f(x,y) = 0.
On pose :

wr
< 22 —6x+19 — 60y < 2
2

of of
Wi (x1,x2) = HBTq(XI’XZ)’ BTQ(XI’)Q)

)

K

avec kK € N* U {oo}.
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2 2

On considére une courbe d’'équation f(x,y) = 0.
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Courbes discretes implicites

Une approche différentielle

Hypotheses
Soit f une parabole (éventuellement oblique) f(x,y) = 0.
On pose :
of of
Wrc(Xh XZ) = H din( 1, X2)7 E(Xh XZ) ; >
avec k € N* U {oo}.
Théoreme
L’'ensemble
{(x1,x2) € 72, *7Wk(le7x2) < fxa,xe) < 7Wk(x2l’xz)}

est 8-connexe (resp. 4-connexe) si k = oo (resp. si k =1).
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Courbes discretes implicites

Une approche différentielle
Points forts

m Philosophique : extension naturelle des droites arithmétiques
m Topologique : caractérisation de la k-connexité (k € {4,8})
m Algorithmique : algorithme itératif de construction

m Définition en compréhension : test d’appartenance simple

Une approche

différentielle Points faibles

m Analytique :
m la courbe discrete dépend intrinséquement de |'équation de la courbe
m on n'évalue pas la différentielle sur la courbe mais sur des points proches

m Topologique : mauvais épaississement pour les normes || - ||1 et || - |0

=

ra- T T Ea

Epaisseur woo Epaisseur 2weo Epaisseur 5weo
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=

Epaisseur w» Epaisseur 2w» Epaisseur 5ws
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Questions et perspectives

Approche géométrique

Equation de la courbe englobante d'une courbe quelconque pour la norme || - |2
Test d'appartenance

Algorithme de construction
Questions et

erspectives .
persp Reconnaissance

Approche différentielle

Caractérisation de la connexité (8-connexité (stricte), 4-connexité (stricte)) pour les
courbes quelconques

Reconnaissance (dualité. . .)
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