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Géomeétrie Algorithmique

@ Domaine de recherche actif ces 20-30 derniéres années
@ Algorithmes manipulant des objets géométriques en grand nombre
@ Emphase sur la complexité asymptotique (modele Real-RAM)
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Géomeétrie Algorithmique

@ Domaine de recherche actif ces 20-30 derniéres années
@ Algorithmes manipulant des objets géométriques en grand nombre
@ Emphase sur la complexité asymptotique (modele Real-RAM)

Domaines d’'applications : CAO, SIG, biologie moléculaire, médical...
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Exemples

@ Enveloppes convexes, triangulations, diagrammes de Voronoi

@ Reconstruction de surfaces, maillages

@ Opérations booléennes sur polygones, arrangements
@ Optimisation géométrique

(*]
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CGAL : Computational Geometry Algorithms Library

Depuis 1995 : mise en oeuvre des algorithmes de la Géométrie Algorithmique.

@ Criteres : adaptabilité, efficacité, robustesse
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CGAL : Computational Geometry Algorithms Library

Depuis 1995 : mise en oeuvre des algorithmes de la Géométrie Algorithmique.

@ Criteres : adaptabilité, efficacité, robustesse

@ Review des contributions par un Editorial Board

@ Langage choisi : C++ (programmation générique)

@ v3.2: 100 modules, 500.000 lignes, 10.000 téléchargements/an

@ Open Source : LGPL et QPL (commercialisé par GeometryFactory depuis 2003)
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CGAL : Architecture

Architecture générale : noyau, basic library, support library

Convex Hulls

Basic Library

Triangulations
Voronoi Diagrams
Arrangements
Spatial Searching

Geometric Optimization

Kernel

Support

Implantation dans CGAL  Conclus
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Noyau de primitives geométriques

Les algorithmes se découpent logiquement en :
@ une partie combinatoire (construit un graphe)
@ une partie numérique (fait appel aux coordonnées)
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Noyau de primitives geométriques

Les algorithmes se découpent logiquement en :
@ une partie combinatoire (construit un graphe)
@ une partie numérique (fait appel aux coordonnées)

La seconde fait appel a des primitives regroupées dans le noyau :
@ Objets de base : points, segments, droites, cercles, coniques...
@ Prédicats : orientations, comparaisons d'abscisses...
@ Constructions : calcul d'intersections, de distances...
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Noyau de primitives geométriques

Les algorithmes se découpent logiquement en :
@ une partie combinatoire (construit un graphe)
@ une partie numérique (fait appel aux coordonnées)

La seconde fait appel a des primitives regroupées dans le noyau :
@ Objets de base : points, segments, droites, cercles, coniques...
@ Prédicats : orientations, comparaisons d'abscisses...
@ Constructions : calcul d'intersections, de distances...
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Algorithme incrémental en 2 étapes : localisation et mise a jour.

Localisation : prédicat

, Signe de :
1opcopy ax —px  qy —py
Loax ay | = rX — px
1 rx ry

ry —py
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Triangulation de Delaunay

Algorithme incrémental en 2 étapes : localisation et mise a jour.

Localisation : prédicat orientation(p, g, r), signe de :

1 px py
1 ax ay
1 x ry
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Triangulation de Delaunay

Algorithme incrémental en 2 étapes : localisation et mise a jour.

Localisation : prédicat orientation(p, g, r), signe de :

1 px py _ _
1 gx qy | = | P ay—py

1 x 1y X —px 1y —py



Algorithme incrémental en 2 étapes : localisation et mise a jour.

& &

Mise a jour : prédicat

s

pX
gx
X
SX

, Signe de :
py  px2 4 py?
ay gx*+aqy?

ry  rx24ry?
sy sx? 4 sy?

«0O>» «F»r «

>

<

>

DA



Introduction Quelques algorithmes et leurs primitives Problémes de robustesse Arithmétique Implantation dans CGAL Conclus

Triangulation de Delaunay

Algorithme incrémental en 2 étapes : localisation et mise a jour.

& &

Mise a jour : prédicat in_circle(p, g, 1, s), signe de :

px py px>+py?
gx ay ax®+aqy?
X oty rx24ry?
sx sy sx24sy?

Y
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Diagrammes de Voronoi de points
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Un des prédicats du diagramme de Voronoi de cercles

Techniques de comparaisons de racines [Karavelas, Emiris : SODA'03]



o
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Arrangements de segments de droites

4



o



Noyau de calculs certifié pour la CAO

En 3D : arrangements de sphéres, de quadriques...
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Une application : union de polygones en VLSI
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Comparaison d’abscisses d’intersection de courbes

X(p) <?x(p") X

Courbes algébriques, comparaisons de nombres algébriques
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Robustesse

Les algorithmes reposent sur des théorémes mathématiques, comme :

p

S
q 94 .
cew(s, g, 1)
cew(p, s, 1)  => ccw(p,q,r)

cew(p, g, S)
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Robustesse

Exemple ou la géométrie flottante differe de la géomeétrie réelle :
orientation de points presque alignés.

a (24, 24)

x"’x:y

1 (0.5 + €, 0.5 + ¢)
7 b (0.5, 0.5)

[Kettner, Mehlhorn, Schirra, P., Yap, ESA’04]
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Conseéquences possibles sur les algorithmes

@ Le résultat est Iégerement faux

@ Le résultat est grossiérement faux
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Conseéquences possibles sur les algorithmes

@ Le résultat est Iégerement faux

@ Le résultat est grossiérement faux
@ Lalgorithme s’arréte face a un cas supposé impossible
@ Lalgorithme boucle indéfiniment



@ Utiliser des

(Exact Geometric Computing)

@ Le calcul flottant échoue sur les cas [presque] dégénérés.

@ Ces cas arrivent plus ou moins souvent en pratique.

«0O0>» «F)>r « =
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@ Traitement au cas par cas : fastidieux, risque d’erreur, pas joli mathématiquement
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Robustesse : solutions

@ Traitement au cas par cas : fastidieux, risque d’erreur, pas joli mathématiquement
@ Utiliser des prédicats exacts (Exact Geometric Computing)
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Robustesse : solutions

@ Traitement au cas par cas : fastidieux, risque d’erreur, pas joli mathématiquement
@ Utiliser des prédicats exacts (Exact Geometric Computing)

Remarques

@ Le calcul flottant échoue sur les cas [presque] dégénérés.
@ Ces cas arrivent plus ou moins souvent en pratique.
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Types de nombres

Les primitives géométriques sont paramétrées par I'arithmétique.

@ Entiers multiprécision [GMP, MPFR, LEDA..]
@ Rationels multiprécision
@ Flottants multiprécision
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@ Arithmétique d’intervalles (bornes double ou MP)
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Nombres algébriques :
@ Evaluation numérique avec bornes de séparations [CORE, LEDA]
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Types de nombres

Les primitives géométriques sont paramétrées par I'arithmétique.

@ Entiers multiprécision [GMP, MPFR, LEDA..]
@ Rationels multiprécision

@ Flottants multiprécision

@ Arithmétique d’intervalles (bornes double ou MP)

Nombres algébriques :
@ Evaluation numérique avec bornes de séparations [CORE, LEDA]
@ Polyndmes, Sturm, résultants... [CGAL, SYNAPS]



en temps linéaire.

Autre représentation des entiers qui permet d’effectuer des additions et multiplications
considere 'homéomorphisme d’anneaux :

: Soit my ... mp des entiers premiers entre eux, on

ouM = [T, m;.

la valeur dans Z/,,7.

On peut effectuer les opérations (+,—,x) dans Z/_ 7 pour tous les m;, puis récupérer
v/
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Calcul modulaire

Autre représentation des entiers qui permet d’effectuer des additions et multiplications
en temps linéaire.

: Soit my ... mp des entiers premiers entre eux, on
considere 'homéomorphisme d’anneaux :

Z/zs+ %) ~ [T (2/mz,+ %)

n
i=1

oM =TI, m.
On peut effectuer les opérations (+,—,x) dans Z/miZ pour tous les m;, puis récupérer
la valeur dans Z/,,7.
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Calcul modulaire : prérequis

@ Une borne sur le résultat doit &tre connue avant de commencer les calculs
@ Pas adaptatif : la valeur (et le signe) du résultat dépend de tous les moduli
@ Pas d'algorithmes de division ot de racine carrée

@ Les algorithmes de conversion des valeurs sont en O(n log n) (théorique) & O(n?)
(pratique)
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Calcul modulaire : avantages

@ (+, —, x) entemps
environ 8 fois plus lent que du calcul flottant,
multiplié par le degré du polynéme

@ Testsd’ tres rapide



m; = 134217689 = 227 — 39
a, b: C7d € Z/miZ = [_mi/2; m,/2]
laxd—bxc|<2%
MOD_det2x2 (double a, b, c, d)

double det = a*d-b*c;
return det - M_i * round (det * M_i_inv);
}

double

Finalement :

Flottant : 2x,1+
Modulaire : 4x,4+
Decoupage :

2 x , 4+, overflow. ..
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Calcul modulaire : exemple

m; = 134217689 = 227 — 39
a,b,c,d € Z/ 7 =[-mi/2;m;/2]
laxd—bxc|<2%

double MOD_det2x2 (double a, b, c, d)

double det = a*d-b*c;
return det - M_i * round (det * M_i_inv);

}
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Calcul modulaire : exemple

m; = 134217689 = 227 — 39
a,b,c,d € Z/ 7 =[-mi/2;m;/2]
laxd—bxc|<2%

double MOD_det2x2 (double a, b, c, d)

double det = a*d-b*c;
return det - M_i * round (det * M_i_inv);

}

Finalement :
Flottant : 2x,1+
Modulaire : 4x,4+

Decoupage : 2 x , 4+, overflow. ..



- M
M=TTm. x <3, vix=x[m]
i=1

X

(i} (xiw@[mi]) :q/l> M], w® = (%/Lm)]*l

X X n Xiw‘(n)[m ]
il (5

Erreur : ¢ = n2—54

Si la valeur calculée est plus grande que I'erreur, on obtient le signe, sinon :

M
[X| < 2eM < T
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Calcul modulaire : calcul du signe (Lagrange)

n
M .
M=]]m IxI< > Vi x = x;[mj]
i=1
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Calcul modulaire : calcul du signe (Lagrange)

n
M .
M=]]m IxI< > Vi x = x;[mj]
i=1
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Calcul modulaire : calcul du signe (Lagrange)

n
M .
M=]]m IxI< > Vi x = x;[mj]
i=1

Erreur : e = n2—5
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Calcul modulaire : calcul du signe (Lagrange)

n
M .
M=]]m IxI< > Vi x = x;[mj]
i=1

X = <in (XiWi(n)[mi]) r"\:l> [M], Wi(n) = (%]71

=1

N Mim.
% = Frac(%) = Frac(Z XIWIm,[mI]>

i=1

Erreur : e = n2—5

Si la valeur calculée est plus grande que I'erreur, on obtient le signe, sinon :

M
X] < 2eM < —
2mp
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Calcul modulaire : signes de déterminants

[ d ][ grands [ moyens | 0 ][ Oproba |
2 7.5 8.0 8.8 4.8
3 15.5 18.1 18.9 7.3
4 325 36.3 38.9 12.5
5 109 116 119 26.8
6 184 192 196 40.5
10 1009 1033 1038 134
14 3320 3360 3380 324
20 16900 17000 | 17100 870

@ entrées sur b = 53 bits
@ compléxité théorique O(bd*logd)
@ temps en microsecondes sur UltraSparc @ 200MHz
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Calcul modulaire : comparaisons

d Flottant MOD GMP
2 0.2 7.6 6
3 0.4 16 33
4 0.8 36 136
5 2.2 75 435
6 6.3 186 1064
10 25.8 1021 10810
20 190 | 17000 | 431000

@ Flottant : calcul inexact
@ MOD : calcul modulaire exact
@ GMP : calcul exact classique
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Prédicats filtrés

Accélération des prédicats exacts par un filtre :

@ évaluation flottante avec certificat
@ arithmétique multiprécision uniquement si besoin

Exemples

@ arithmétique d’intervalles (filtres dynamiques),
[Burnikel, Funke, Seel — Bronnimann, Burnikel, P'98]

@ ou analyse de code (filtres statiques) [Fortune’93... Melquiond, P’05]

Aspects programmation :
@ génération automatique de prédicats filtrés
@ composition/cascade des méthodes
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Type de nombres filtrés
DAG des opérations en mémoire. Ex: v/X + /¥ — /X + Y + 2/Xy

Approximation et rafinement de précision itératif, & la demande.



Une borne de séparation d’'une expression E est une valeur B(E) telle que

[E|<B(E)=>E =0
B(E) pour calculer le signe de E.

On sait calculer des bornes de séparations pour les
Il existe

(valeur nulle), il faudra itérer jusqu’a une précision inférieure a

de séparations faciles a calculer non- comparables
@ Burnikel, Funke, Mehlhorn, Schirra, Schmitt "BFMSS" [2002]
@ Li, Yap [2001]

@ Mignotte "Degree-Measure" [1982]
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Bornes de séparation

Définition

Une borne de séparation d'une expression E est une valeur B(E) telle que :

[E|<B(E)=>E =0

Complexité : Au pire (valeur nulle), il faudra itérer jusqu’a une précision inférieure &
B(E) pour calculer le signe de E.
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Bornes de séparation

Définition

Une borne de séparation d'une expression E est une valeur B(E) telle que :

[E|<B(E)=>E =0

Complexité : Au pire (valeur nulle), il faudra itérer jusqu’a une précision inférieure &
B(E) pour calculer le signe de E.

On sait calculer des bornes de séparations pour les expressions algébriques.
Il existe 3 types de bornes de séparations faciles a calculer non-comparables :

@ Burnikel, Funke, Mehlhorn, Schirra, Schmitt "BFMSS" [2002]
@ Li, Yap [2001]
@ Mignotte "Degree-Measure" [1982]
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Borne BFMSS

Onnote E = % U, L sont des entiers algébriques, on maintient des bornes u, £ sur
leurs conjugués avec les régles suivantes :

[ E 1 u(E) [ (E) l
entier n [n| 1
E/ :l: E// UIZ” + Elu// Z/ZN
E/ X E// u/u// Z/E//
E/ E E// u/e// K/u//
YE’ min(¥u’¢P=1 u’y | min(¢, YuP—1¢)

On obtient une borne de séparation sur E par :

1
u(E)PE)-1¢(E)



VX VY —

X +Yy +2y/xy > 07
Avecx = 2 ety = £, a,b,c,d entiers < 2-.

Bornes de séparation :
@ BFMSS : 2—(96L+60)
@ Li-Yap : 2—(28L+60)

@ diamond operator [Schmitt'03].
@ version binaire [P, Yap'03].
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VX VY —

X +Yy+2yxy >07
Avecx = 2 ety = £, a,b,c,d entiers < 2-.

Bornes de séparation :

@ BFMSS : 2~ (96L+60)
@ Li-Yap : 2—(28L+60)

@ diamond operator [Schmitt'03].

@ version binaire [P,, Yap'03].
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Prédicats filtrés : comparaisons

Temps de calcul d'une triangulation de Delaunay 3D.

| | RS[ E[ M[ B] D |

| double | 406 | 41.0] 437 ] 503 ] loops |
MPF 3,063 | 2,777 | 3,195 | 3,472 214
Interval + MPF 137.2 | 133.6 | 144.6 | 165.1 15.8
semi static + Interval + MPF 51.8 61.0 59.1 93.1 8.9
almost static + semi static
+ Interval + MPF 44.4 55.0 52.0 87.2 8.0

| Shewchuk’s predicates | 579 ] 575 628 71.7 | 7.2
CORE Expr 570 | 3520 | 1355 | 9600 173
LEDA real 682 640 742 850 125
Lazy_exact_nt<MPF> 705 | 631 726 | 820 67

Critere important : taux d’échec des filtres.
Interface utilisateur dans CGAL : choix de noyau différent.
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Constructions géometriques filtrées

Difficulté supplémentaire : stockage en mémoire des objets géométriques
Intérét : regroupement des calculs, et moins de mémoire

Point

Intersection

Segments

Construction

Points
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Algorithmes et classes de traits

Les algorithmes sont paramétrés (templates) par des classes de traits géomeétriques,
qui fournissent les :

@ types des objets manipulés par I'algorithme : Point_2, Tetrahedron_3...
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Algorithmes et classes de traits

Les algorithmes sont paramétrés (templates) par des classes de traits géomeétriques,
qui fournissent les :

@ types des objets manipulés par I'algorithme : Point_2, Tetrahedron_3...

@ prédicats que I'algorithme applique aux objets : Orientation_2,
Side_of_oriented_sphere_3...
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Algorithmes et classes de traits

Les algorithmes sont paramétrés (templates) par des classes de traits géomeétriques,
qui fournissent les :

@ types des objets manipulés par I'algorithme : Point_2, Tetrahedron_3...

@ prédicats que I'algorithme applique aux objets : Orientation_2,
Side_of_oriented_sphere_3...

@ constructions : Construct_mid_point_2, Construct_circumcenter_3,
Compute_squared_length_2...

Ces deux derniers sont fournis sous forme de function objects.
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Algorithmes et classes de traits

Les algorithmes sont paramétrés (templates) par des classes de traits géomeétriques,
qui fournissent les :

@ types des objets manipulés par I'algorithme : Point_2, Tetrahedron_3...

@ prédicats que I'algorithme applique aux objets : Orientation_2,
Side_of_oriented_sphere_3...

@ constructions : Construct_mid_point_2, Construct_circumcenter_3,
Compute_squared_length_2...

Ces deux derniers sont fournis sous forme de function objects.
Les besoins des algorithmes sont décrits sous forme de concepts pour leur paramétre
template.



Le noyau peut étre utilisé comme modele pour le parameétre de classe de traits
géométrique dans de nombreux algorithmes.

Noyaux classiques, paramétrés par des types de nombres :
Cartesian<FT>

Homogeneous<RT>

Ex : Triangulation_3<Cartesian<double> >

Cartesian<double> est un modéle du concept TriangulationTraits_3.
La fonctionalité du noyau est aussi disponible via des fonctions globales :
CGAL : :orientation(p, q, )
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Noyaux

Le noyau peut étre utilisé comme modéle pour le parameétre de classe de traits
géométrique dans de nombreux algorithmes.

Noyaux classiques, paramétrés par des types de nombres :

Cartesian<FT>

Homogeneous<RT>

Ex : Triangulation_3<Cartesian<double> >
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Homogeneous<RT>
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Noyaux

Le noyau peut étre utilisé comme modéle pour le parameétre de classe de traits
géométrique dans de nombreux algorithmes.

Noyaux classiques, paramétrés par des types de nombres :

Cartesian<FT>

Homogeneous<RT>

Ex : Triangulation_3<Cartesian<double> >

Cartesian<double> est un modele du concept TriangulationTraits_3.

La fonctionalité du noyau est aussi disponible via des fonctions globales :
CGAL : :orientation(p, q, r)



Parametres valides pour les noyaux Cartesian...
FP:

double, float

Multi-précision :

Gmpz, Gmpq, CGAL : :MP_Float, leda : :integer...
Types de nombres incluant du filtrage :

leda : :real, CORE : :Expr, CGAL : :Lazy exact_nt<

~
>
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Parametres valides pour les noyaux Cartesian...
FP:

double, float

Multi-précision :

Gmpz, Gmpg, CGAL : :MP_Float, leda : :integer...
Types de nombres incluant du filtrage :

leda : :real, CORE : :Expr, CGAL : :Lazy exact_nt
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Types de nombres

Paramétres valides pour les noyaux Cartesian...

FP:

double, float

Multi-précision :

Gmpz, Gmpqg, CGAL : :MP_Float, leda : :integer...
Types de nombres incluant du filtrage :

leda : :real, CORE : :Expr, CGAL : :Lazy_exact_nt<>



Générateur de prédicats filtrés (dynamique) utilisant des exceptions C++ :
CGAL : :Filtered_predicate<

>

Arithmétique d'intervalles : CGAL : :Interval_nt, boost : :interval
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CGAL : :Filtered_predicate<>

Arithmétique d'intervalles : CGAL : :Interval_nt, boost : :interval
Générateur de prédicats filtrés (dynamique) utilisant des exceptions C++
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CGAL : :Filtered_kernel< K > fournit des prédicats avec des filtres statiques, et tous
les autres dynamiques.
Noyaux recommandés :

CGAL : :Exact_predicates_exact_constructions_kernel
CGAL : :Exact_predicates_inexact_constructions_kernel
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Noyaux filtrés

CGAL : :Filtered_kernel< K > fournit des prédicats avec des filtres statiques, et tous
les autres dynamiques.

Noyaux recommandés :

CGAL : :Exact_predicates_exact_constructions_kernel

CGAL : :Exact_predicates_inexact_constructions_kernel
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Exemple 1

template < typename K >

struct My_orientation_2

{
typedef typename K::RT RT;
typedef typename K::Point_2 Point_2;

CGAL:: Orientation

operator ()(const Point_2 &p, const Point_2 &q,
const Point_2 &r) const

{

RT prx = p.x() — r.x(); RT pry = p.y() — r.y();
RT grx = q.x() — r.x(); RT ary = g.y() — r.y();
return static_cast<CGAL:: Orientation > (

CGAL:: ( prxxqry — qrxxpqy ) );



/1 On | utilise

typedef CGAL:: Cartesian<double> Kernel;

Kernel :: Point_2 p(1, 2), q(2, 3), r(4, 5);
My_orientation_2<Kernel > orientation;

CGAL:: Orientation ori = orientation(p, q, r);
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Utiliser Filtered_predicate

typedef CGAL:: Simple_cartesian<double > K;

typedef CGAL:: Simple_cartesian<CGAL:: Interval_nt_advanced > FK;
typedef CGAL:: Simple_cartesian<CGAL:: MP_Float> EK;

typedef CGAL:: Cartesian_converter<K, EK> C2E;

typedef CGAL:: Cartesian_converter<K, FK> C2F;

typedef CGAL:: Filtered_predicate <My_orientation_2 <EK>,
My_orientation_2 <FK>,
C2E, C2F> Orientation_2;

K::Point_2 p(1,2), q(2,3), r(3,4);
Orientation_2 ;

(p, q, r);
return O;
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@ Traitement efficace d’objets courbes de petits degrés

@ Amélioration du traitement des constructions géométriques
@ Arrondis géométriques
o ..

Des questions ?
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Travaux en cours

@ Traitement efficace d’objets courbes de petits degrés

@ Amélioration du traitement des constructions géométriques
@ Arrondis géométriques

o

Des questions ?
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